Inspectoratul Scolar al Judetului Galati
Societatea de Stiinte Matematice din Romania Colegiul National ,,Vasile Alecsandri”
Filiala Galati str. Nicolae Balcescu, nr. 41, Galati

Concursul Interjudetean de Matematica ,,Cristian S. Calude” , editia a XVII-a
Galati, 5 noiembrie, 2016

Clasa a IX-a

SOLUTII
Problema 1.Solutie:
a) Notam x — 2016 = a, [x] = b,{x} + 2016 = c si obtinem a + b + ¢ = 2x . Atunci ecuatia devine:
1 1 1 1

=— o (a+b+c)ab+bc+ca)=abc & (a+b)(b+c)(c+a)=0
a b ¢ a+b+c

i) a=-b & x—-2016=—[x] & {x}=-2[x]+2016 €[0;1)NnZ — [x] =1013si
{x}=0,decix =1008;

i) a=-c o x—2016=—{x}—2016 o 2{x}=—[x]€[0;2)NZ - [x]=-15si
{x}= %,rezulté x = —% :

i) b=-c o [x]=-{x}-2016 o {x}=-2016— [x] € [0;1) n (ZAA\{2016})
[x] = —2016si x = —2016 .

fn concluzie, A:{—2016; —% ; 1008} .

b) Dacd x,y € Z atunci exista p € Z astfel incat 2017x + 2016y = p si obtinem 2016x + 2015y = p"

Rezolvimin ZX Z sistemul :
{ 2017x + 2016y =p

2016x + 2015y = p™
Reducem y si obtinem (2017 - 2015 — 2016%)x = 2015p — 2016p™
Calculim (2017 - 2015 — 20162) = (2016 + 1)(2016 — 1) — 20162 = —1
Solutia sistemului este (x,y) € {(2016p™ — 2015p ; 2016p — 2017p™) | p € Z}

Problema 2.Solutie:

a)Demonstram prin inductie dupdn € N,n = 2

Pentru

a? b? - (a + b)?

> — 2>
x1+y1_(x+y)1 o (ay—bx)*=0

n=2,
Egalitatea se realizeaza pentru
a b

Xy
Presupunem inegalitatea adevarata pentru n si demonstram
an+1 bn+1 - (a + b)n+1

v yroo (e+n

Din ipoteza inductiva obtinem:
a*' g a a (a+b)* a b"

Xt 1y T (x + y)n1 - ;yn—1

bn+1

Adunam termenul si obtinem:
an+1 bn+1 a (a + b)n a b™ bn+1
+ =>— - = +
xn yn x (x + y)n—l x yn—l yn

yn

Vom arata ca
a (a+b)* a b pntl - (a + p)*t

x4yl xynl T yn T (x4 y)n

Ceea ce revine la:



(a+b)" (a a+b)+ b™ <bx—ay>>0
x+y)1\x x+y/  yn1 xy -

(a+b)" ay—bx b"(ay— bx) -0
x+y)tx(x+y) xy™ -

ay—bx[a+b" b\" ay—bxa+b b\[ra+b\""" ra+b\"%b b\" !
) -0 - 2D (Y )
X x+y y X x+y y x+y x+y y y

(ay = bx)?[ra+b\""' /a+b\"?b b\"*
xy(x+y) [\x+y x+y/ y y
adevdrata, cu egalitate pentru

a b

x ¥y
obs . Inegalitatea se poate demonstra folosind convexitatea functiei putere pe intervalul (0; o)
Prelucram inegalitatea in forma:

n

( a x+y>n X +< b x+y>n y >1_< a x+y x N b x+y y )
a+b x x+y \a+b y x+y~ \a+b x x+y a+b y x+y
b) Generalizam inegalitatea de la punctul a) si o demonstram prin inductie dupa k:

ay, e, i > 0,%1,%9, 00, X, >0,n,k € N,k =2

alt ay ay (ag +a, + -+ a )"
nl—l + n2—1 +oet n}il - - - kn—l
x] x5 xp (1 + x5+ -+ x3)

(1

Pentru k=2 inegalitatea este verificata la punctul a) si pentru k+1 avem

k
- a a1 - (ap +az++a)"  apy, - (@ +az + -+ ap )"
- Z a7 a T (gt x e xg)V il T (e xg X))

Egalitatea are loc pentru
a, a4 an

X1 X3 Xn

In inegalitatea (1) alegem k=n,x; =S —a;,i = 1,2, ...,nunde S = a; + a, + -+ + a, si obtinem
inegalitatea propusa. Egalitatea se realizeaza pentru

S

a1=a1=---=anzz

Problema 3.Solutie:
Vom demonstra prin inductie.

< C 1 .
Daca n=1 atunci exista a; = 1 + 1! (1 + ;) = 3 puncte necoliniare cu segmentele care le unesc colorate cu

o singura culoare.

Presupunem ca pentru oricare a,, puncte, oricare trei necoliniare,cu segmentele determinate de ele colorate
cu n culori, existd un triunghi cu laturile de aceeasi culoare. Vom alege a,,, 1 puncte, oricare trei necoliniare,
cu segmentele ce le unesc colorate cu n+1 culori.

Scrieman+1=1+(n+1)[n!(1+%+%+---+%)]+1=1+(n+1)(an—1)+1.

Alegem, arbitrar, din cele a,,; puncte un punct pe care-1 notam P. Punctul P este unit cu cele a,,;; — 1
puncte ramase prin segmente colorate in n+1 feluri, deci exista a, .1 — 1 segmente de n+1 culori. Pentru ca



aps1 — 1= m+1)(a, — 1) + 1 avem tot atitea muchii colorate in n+1 moduri si atunci, conform
principiului lui Dirichlet, exista a,, laturi la fel colorate .(In caz contrar, numarul segmentelor care pornesc
din P ar fi cel mult (n + 1)(a,, — 1),fals.)
Fie aceste segmente (PP;), (PP,), ..., (PPan) colorate cu culoarea ”’I”. Analizam doua cazuri:
e  Unul din segmentele (Pl-P]) i#j,i,j=12,..,ay este colorat cu culoarea "I”. Atunci triunghiul PP;P; este
colorat cu culoarea "I si problema este rezolvata.
¢ Niciunul din segmentele (PL-P]) i#j,i,j=1,2,..,a, nueste colorat cu culoarea "I”. Atunci exista a,
puncte Py, Py, ..., Py, colorate cu n culori si, conform ipotezei inductive, ele determina cel putin un triunghi cu
laturile la fel colorate.



