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Clasa a IX-a 

 

SOLUŢII 

Problema 1.Soluție: 
a) Notăm � − 2016 = �, 
�� = �, 
�� + 2016 = � și obținem � + � + � = 2� . Atunci ecuația devine: 1

� + 1
� + 1

� = 1
� + � + �   ↔  �� + � + ����� + �� + ��� = ��� ↔  �� + ���� + ���� + �� = 0 

  
 

i) � = −�  ↔   � − 2016 = −
��   ↔   
�� = −2
�� + 2016 ∈ 
0; 1� ∩ Z  →  
�� = 1013 și 
�� = 0  , deci � = 1008 ; 
ii) � = −�  ↔   � − 2016 = −
�� − 2016  ↔   2
�� = −
�� ∈ 
0; 2� ∩ Z∗   →   
�� = −1 și 


�� = �
� , rezultă   � = − �

�  ; 

iii) � = −�  ↔   
�� = −
�� − 2016  ↔   
�� = −2016 − 
�� ∈ 
0; 1� ∩ �Z\
2016�� 
            
�� = −2016 și � = −2016 . 

În concluzie, A=�−2016; − �
� ; 1008  . 

 
b) Dacă �, ! ∈ Z  atunci există " ∈ Z  astfel încât 2017� + 2016! = "  și obținem 2016� + 2015! = "% 

Rezolvăm în  Z× Z   sistemul : 

' 2017� + 2016! = " 2016� + 2015! = "% 

Reducem y și obținem �2017 ∙ 2015 − 2016��� = 2015" − 2016"% 
Calculăm �2017 ∙ 2015 − 2016�� = �2016 + 1��2016 − 1� − 2016� = −1 
Soluția sistemului este ��, !� ∈ 
�2016"% − 2015" ; 2016" − 2017"%�  |   " ∈ Z� 

 
Problema 2.Soluție: 

a)Demonstrăm prin inducție după * ∈ N , * ≥ 2 
Pentru 

 * = 2  , ��
�� + ��

!� ≥ �� + ���
�� + !��   ↔   ��! − ���� ≥ 0 

Egalitatea se realizează pentru  �
� = �

! 

Presupunem inegalitatea adevărată pentru n și demonstrăm  �%,�
�% + �%,�

!% ≥ �� + ��%,�
�� + !�%  

Din ipoteza inductivă obținem: �%,�
�% = �%

�%-�
�
� ≥ �

�
�� + ��%

�� + !�%-� − �
�

�%
!%-� 

Adunăm termenul 
./01

2/  și obținem: 

�%,�
�% + �%,�

!% ≥ �
�

�� + ��%
�� + !�%-� − �

�
�%

!%-� + �%,�
!%  

Vom arăta că  �
�

�� + ��%
�� + !�%-� − �

�
�%

!%-� + �%,�
!% ≥ �� + ��%,�

�� + !�%  

Ceea ce revine la: 



�� + ��%
�� + !�%-� 3�

� − � + �
� + !4 + �%

!%-� 3�� − �!
�! 4 ≥ 0 

 �� + ��%
�� + !�%-�

�! − ��
��� + !� − �%��! − ���

�!% ≥ 0 

 
�! − ��

� 53� + �
� + !4% − 3�

!4%6 ≥ 0  ↔  �! − ��
� 3� + �

� + ! − �
!4 53� + �

� + !4%-� + 3� + �
� + !4%-� �

! + ⋯ + 3�
!4%-�6  

 
��! − ����
�!�� + !� 53� + �

� + !4%-� + 3� + �
� + !4%-� �

! + ⋯ + 3�
!4%-�6 ≥ 0 

adevărată, cu egalitate pentru  �
� = �

! 
obs . Inegalitatea se poate demonstra folosind convexitatea funcției putere pe intervalul �0; ∞� 
Prelucrăm inegalitatea în forma: 
 

3 �
� + �

� + !
� 4% �

� + ! + 3 �
� + �

� + !
! 4% !

� + ! ≥ 1 = 3 �
� + �

� + !
�

�
� + ! + �

� + �
� + !

!
!

� + !4%
 

 
b) Generalizăm inegalitatea de la punctul a) și o demonstrăm prin inducție după k: 
 ��, ��, … , �: > 0 , ��, ��, … , �: > 0 , *, < ∈ N, *, < ≥ 2 
 ��%��%-� + ��%��%-� + ⋯ + �:%�:%-� ≥ ��� + �� + ⋯ + �:�%

��� + �� + ⋯ + �:�%-�    �1� 

 
Pentru k=2 inegalitatea este verificată la punctul a) și pentru k+1 avem 
 

= �>%�>%-�
:,�

>?�
≥ = �>%�>%-�

:

>?�
+ �:,�%

�:,�%-� ≥ ��� + �� + ⋯ + �:�%
��� + �� + ⋯ + �:�%-� + �:,�%

�:,�%-� ≥ ��� + �� + ⋯ + �:,��%
��� + �� + ⋯ + �:,��%-� 

 
 Egalitatea are loc pentru ���� = ���� = ⋯ = �%�% 

 
 În inegalitatea (1) alegem  k=n , �> = @ − �> , A = 1,2, … , * B*CD @ = �� + �� + ⋯ + �% și obținem 
inegalitatea propusă. Egalitatea se realizează pentru 

�� = �� = ⋯ = �% = @
* 

 
Problema 3.Soluție: 
Vom demonstra prin inducție. 

Dacă n=1 atunci există �� = 1 + 1! F1 + �
�!G = 3 puncte necoliniare cu segmentele care le unesc colorate cu 

o singură culoare. 
Presupunem că pentru oricare �%  puncte, oricare trei necoliniare,cu segmentele determinate de ele colorate 
cu n culori, există un triunghi cu laturile de aceeași culoare. Vom alege �%,� puncte, oricare trei necoliniare, 
cu segmentele ce le unesc colorate cu n+1 culori. 

Scriem �%,� = 1 + �* + 1� H*! F1 + �
�! + �

�! + ⋯ + �
%!GI + 1 = 1 + �* + 1���% − 1� + 1. 

Alegem, arbitrar, din cele  �%,� puncte un punct pe care-l notăm P. Punctul P este unit cu cele  �%,� − 1 
puncte rămase prin segmente colorate în n+1 feluri, deci există �%,� − 1 segmente de n+1 culori. Pentru că  



�%,� − 1 = �* + 1���% − 1� + 1 avem tot atâtea muchii colorate în n+1 moduri și atunci, conform 
principiului lui Dirichlet, există �% laturi la fel colorate .(În caz contrar, numărul segmentelor care pornesc 
din P ar fi cel mult �* + 1���% − 1�,fals.) 
Fie aceste segmente �JJ��, �JJ��, … , KJJL/M colorate cu culoarea ”I”. Analizăm două cazuri: 

• Unul din segmentele KJ>JNM  A ≠ P , A, P = 1,2, … , �% este colorat cu culoarea ”I”. Atunci triunghiul JJ>JQ este 
colorat cu culoarea ”I” și problema este rezolvată. 

• Niciunul din segmentele KJ>JNM  A ≠ P , A, P = 1,2, … , �%  nu este colorat cu culoarea ”I”. Atunci există an 
puncte J�, J�, … , JL/ colorate cu n culori și, conform ipotezei inductive, ele determină cel puțin un triunghi cu 
laturile la fel colorate. 


